ВОКРУГ КВАДРАТНОГО ТРЁХЧЛЕНА
Зенцов Андрей Григорьевич, учитель математики

Рассмотрим две задачи, связанные с квадратным трёхчленом.
Две параболы у = kх2 + ах + b и у = – lх2 + cх + d (k > 0, l > 0) не имеют общих точек. Докажите, что есть прямая, от которой они лежат по разные стороны.
Рассмотрим более простой вариант этой задачи.
Две параболы у = х2 + ах + b и у = – х2 + cх + d не имеют общих точек. Докажите, что есть прямая, от которой они лежат по разные стороны.
Так как параболы не имеют общих точек, то все точки первой параболы лежат выше точек с такими же абсциссами, лежащими на второй параболе. Рассмотрим функцию, являющуюся средним арифметическим данных функций
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Эта функция, во-первых, является линейной, т.е., задаёт прямую, во-вторых, все точки этой прямой лежат между графиками данных квадратных трёхчленов. Действительно, пусть у1 и у2 – ординаты точек с одной и той же абсциссой соответственно на первой и на второй параболе, у1 > y2, тогда 
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. Что и нужно было доказать. Усложним задачу.
Две параболы у = 2х2 + ах + b и у = – х2 + cх + d не имеют общих точек. Докажите, что есть прямая, от которой они лежат по разные стороны.
Нам надо получить линейную функцию, график которой лежит между графиками данных квадратных трёхчленов. Чтобы уничтожить х2, надо перед сложением умножить второй трехчлен на 2. Чтобы график получившейся функции лежал между графиками данных трёхчленов, поделим получившуюся сумму на 3, так как 
[image: image5.wmf]2

2

1

1

3

2

y

y

y

y

>

+

>

. Получаем
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Теперь вернёмся к первоначальной задаче. Нам нужно опять задать линейную функцию, график которой лежит между графиками данных трёхчленов. Чтобы уничтожить х2, надо перед сложением умножить первый трёхчлен на l, а второй трехчлен на k. Чтобы график получившейся функции лежал между графиками данных трёхчленов, поделим получившуюся сумму на k + l. Получаем функцию:
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Это уравнение задаёт прямую, график которой лежит между данными графиками.
Рассмотрим ещё одну задачу.
Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
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 при любом целом n является натуральным числом, не делящимся на 5.
Упростим задачу, рассматривая натуральные n и «забыв» про делимость.
Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
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 при любом натуральном n является натуральным числом.
По теореме Виета 
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. Оба корня положительные, поэтому достаточно доказать, что сумма 
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 – целая. Тогда 
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. Докажем методом математической индукции, что для всех натуральных n 
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 является натуральным. 
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. Так как выражения в скобках натуральные (по предположению), то их разность, будучи положительной, является натуральной.
Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
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 при любом целом n является натуральным числом. 
Для n = 0 – очевидно. Для натуральных n уже доказано. Пусть n – отрицательное целое. Обозначим k = – n. Тогда 
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. Так как k – натуральное, то натуральность выражения 
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при любом целом n доказана.
Вернёмся к первоначальной задаче. Осталось доказать, что выражение 
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 не делится на 5. Так как 6 даёт при делении на 5 остаток 1, то остатки от деления 
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 сравнимы с разностью остатков двух предыдущих сумм. Тогда остатки образуют цикл: 1; 4; 3; 4; 1; 2; 1; 4; 3;… Таким образом, 
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 не делится на 5.
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