А.Г. Зенцов
Виет и другие
Подборка задач
1. Квадратные корни. Точные квадраты
1. Вычисление корней «вручную» 
[image: image1.wmf]4142
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2. Вычисление корней вынесением множителей и применением формул сокращенного умножения 
[image: image2.wmf].
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292 = (30 – 1)2 =900 – 60 + 1 = 841, 212 = (20 + 1)2 = 400 + 40 + 1 = 441.
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Возведение в квадрат

3. Сравнить числа 
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4. Проверить справедливость равенства 
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5. Доказать, что 
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Избавление от иррациональности, вынесение за знак радикала

6. Найти сумму 
[image: image12.wmf].
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 (Ответ: 
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7. Избавиться от иррациональности в знаменателе а) 
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[image: image16.wmf](

)

5

10

2

+

, б) 
[image: image17.wmf]1

2

3

6

+

+

+

).
8. Упростить 
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9. Иррационально ли число 
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 (Ответ: нет, это 0).
Выделение полного квадрата

10. Упростить а)
[image: image21.wmf],
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11. Упростить выражение 
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12. Упростить 
[image: image34.wmf].
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 (Ответ: 1).
13. Доказать, что дробь 
[image: image35.wmf]2
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(в числителе n радикалов, в знаменателе – (n – 1) радикал), при любом натуральном n будет больше 0,25.
14. Вычислить 
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Квадраты чисел
15. В десятичной записи числа 300 единиц и несколько нулей. Может ли оно быть точным квадратом?
16. Какие остатки могут давать точные квадраты при делении на 3, на 4, на 7?
17. Длины всех сторон прямоугольного треугольника – целые числа. Могут ли длины катетов быть нечетными числами? Доказать, что длина одной из сторон делится на 3. Доказать, что длина одной из сторон делится на 5.
18. Сумма квадратов двух чисел делится на 3. Доказать, что каждое из этих чисел делится на 3.
19. Сумма квадратов двух чисел делится на 7. Доказать, что каждое из этих чисел делится на 7.
20. Сумма квадратов двух чисел делится на 21. Доказать, что эта сумма делится на 441.
21. Может ли дискриминант квадратного уравнения с целыми коэффициентами равняться 2003?
22. На столе лежали 10 карточек, на которых были написаны цифры 0, 1,…, 9. Леша взял себе пять карточек с нечетными цифрами, а Сережа – пять карточек с четными. Кто из мальчиков сможет составить из своих карточек больше пятизначных точных квадратов?
2. Выделение полного квадрата
Доказать неравенства:
1. х2 + у2 – 2х + 4у + 6 > 0;
2. 2х2 + 2у2 – 2ху + 4х – 2у + 5 > 0;
3. a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac;
4. (a + b + c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2);
5. 
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6. Доказать, что уравнение 
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7. Докажите, что если a2 + b2 + c2 = 1, то |a + b + c| ≤ 
[image: image40.wmf]3
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8. В каком случае уравнение (х – a)(x – b) + (x – b)(x – c) + (x – c)(x –a) = 0 имеет два различных вещественных корня?
9. Многочлен х4 + 4 представить в виде произведения двух многочленов второй степени.
10. Решить уравнение 
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3. Теорема Виета
1. Решить устно уравнения:
а) х2 – 6х + 8 = 0, б) х2 – 5х – 6 = 0, в) х2 + 2х – 24 = 0, г) х2 + 9х + 14 = 0, д) 3х2 – 8х + 5 = 0,
е) 2х2 + 7х + 5 = 0, ж) 463х2 – 102х – 361 = 0, з) 67х2 – 105х – 172 = 0, и) х2 – 7ах + 12а2 = 0,
к) 7х2 – 4bх – 3b2 = 0, л) х2 – (
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 = 0, м) х2 – (
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2. Не вычисляя корней уравнения 3х2 + 4х – 1 = 0, найти 
[image: image47.wmf]2
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3. Не вычисляя корней уравнения 2х2 – 5х + 1 = 0, найти разность квадратов его корней. (Ответ: 
[image: image54.wmf]4
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4. Пусть х1 и х2 – корни уравнения 2х2 – 7х – 3 = 0. Составить квадратное уравнение, корнями которого являются числа: а) 
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. (Ответы: а) 2у2 – 3у + 8 = 0; б) 3у2 + 7у – 2 = 0; в) 8у2 + 42у – 27 = 0; г) 6у2 + 49у – 49 = 0).

5. При каких значениях k произведение корней квадратного уравнения
х2 + 3х + (k2 – 7k + 12) = 0 равно нулю? (Ответ: k = 3 или k = 4).

6. При каких значениях k сумма корней квадратного уравнения х2 + (k2 + 4k – 5)х – k = 0 равна нулю? (Ответ: k = 1).

7. При каких значениях b уравнение 
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 а) имеет только одно решение; б) имеет только отрицательные корни? (Ответы: а) – 1,5; 
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1

-

; 2; б) b < – 1 или b = 
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8. Каковы должны быть p и q, чтобы корнями уравнения 
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 были числа p и q? (Ответы: p = 0 и q = 0 или p = 1 и q = – 2).
9. а, b, c – различные числа, причем 
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[image: image68.wmf]0

2

=

+

+

bc

ax

x

 и 
[image: image69.wmf]0

2

=

+

+

ca

bx

x

 имеют ровно один общий корень, то другие корни этих уравнений удовлетворяют уравнению 
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10. Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
[image: image71.wmf]n
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 при любом натуральном n является натуральным числом.
11. Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
[image: image72.wmf]n
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 при любом целом n является натуральным числом.
12. Доказать, что если х1 и х2 – корни уравнения х2 – 6х + 1 = 0, то 
[image: image73.wmf]n
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 при любом целом n является натуральным числом, не делящемся на 5.
13. При каких значениях a корни уравнения х2 + (а3 – 4а + 1)х + а4 – 7а – 14 = 0 равны 3 и – 4? (Ответ: при а = 2).
14. При каком значении m сумма квадратов корней уравнения х2 + (2 – m)х – m – 3 = 0 наименьшая? (Ответ: при m = 2).
4. Обобщенная теорема Виета
1. Найти сумму и произведение действительных корней уравнения х4 – 4х2 – 14 = 0. (Ответ: сумма 0, произведение 
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2. Найти все а, при которых корни уравнения 
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 образуют арифметическую прогрессию. (Ответ: а = 1).
3. Решить уравнение 
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, зная, что оно имеет 3 различных корня, образующих арифметическую прогрессию. (Ответ: 
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4. Решить систему уравнений 
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(Ответ: x = y = z = 2).
5. Доказать неравенство a3 + b3 +c3 ≥ 3abc при всех положительных a, b и c.
5. Просто интересные задачи
1. Числа 2a, a + b и c – целые. Доказать, что для любого целого x число 
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2. Доказать, что если уравнения 
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 не имеют действительных корней, то уравнение 
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 также не имеет действительных корней.
3. Известно, что 
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 не имеет действительных решений. Определить знак с.
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