А.Г. Зенцов
Об одном дополнительном построении
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      В современном преподавании геометрии дополнительные построения прочно заняли свое место. Это и проведение средней линии, и достраивание до параллелограмма, и вспомогательная окружность. Хотелось бы поделиться еще одним дополнительным построением, идею которого автор узнал от Каргаполова А. М., старшего преподавателя математики СУНЦ НГУ (часть задач также предложена Каргаполовым А. М.).

      Если в треугольнике проведена некоторая наклонная к основанию, то через вершину треугольника проводим прямую, параллельную основанию (будем называть ее «суперпрямой») и продолжаем наклонную до пересечения с этой «суперпрямой». Получаем «бантик» из двух подобных треугольников с общей вершиной(«узлом бантика»), с которыми дальше и работаем. Очень полезны частные случаи этого построения – если наклонная является медианой или биссектрисой. В первом случае треугольники в «бантике» равны, во втором – появляется равнобедренный треугольник. Попробуем, например, доказать некоторые известные теоремы с помощью «бантиков».
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      Теорема о свойстве медиан треугольника. Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины.

      Пусть проведены медианы АА1 и ВВ1, пересекающиеся в точке О. Обозначим АВ1 = В1С = а, ВА1 = А1С = b, ВО = у, ОВ1 = х. Надо доказать, что у : х = 2:1. Проведем «суперпрямую» через вершину В параллельно основанию АС и продолжим АА1 до пересечения с «суперпрямой» в точке D. Рассмотрим «бантик» с «узлом» А1. Треугольники в нем подобны с коэффициентом b:b = 1, значит, ВD = 2a. Рассмотрим «бантик» с «узлом» О. Так как ВD = 2a, АВ1 = а, то коэффициент подобия 2:1, значит, у : х = 2:1. Аналогично для других медиан.

      Теорема о свойстве биссектрисы. Биссектриса угла треугольника делит противолежащую сторону в отношении, равном отношению прилежащих сторон.
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      Пусть АА1 – биссектриса треугольника АВС. Обозначим АВ = с, АС = b, ВА1 = у, А1С = х. Надо доказать, что х : у = b : с. Проведем «суперпрямую» через вершину В и продолжим биссектрису АА1 до пересечения с «суперпрямой» в точке D. Так как АА1 – биссектриса АВС, то треугольник АВD – равнобедренный, ВD = с. Рассмотрим «бантик» с «узлом» А1. Тогда х : у = b : с.
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      Теорема Менелая. Пусть в треугольнике АВС на сторонах АВ, ВС и на продолжении стороны АС взяты точки M, K и F соответственно. Доказать, что если точки М, К, F лежат на одной прямой, то 
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf].
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      Обозначим АМ = а, МВ = b, ВК = с, КС = d, СF = e, FA = f. Надо доказать, что 
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 Проведем «суперпрямую» через вершину В и продолжим прямую МК до пересечения с «суперпрямой» в точке D. Обозначим ВD = z и рассмотрим «бантик» с «узлом» М. Из подобия треугольников получаем: 
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. Аналогично из «бантика» с «узлом» К получаем: 
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 Отсюда 
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      Теорема Чевы. Если отрезки АА1, ВВ1, СС1, соединяющие вершины треугольника АВС с точками на противоположных сторонах, пересекаются в одной точке О, то 
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      Обозначим АВ1 = а, В1С = b, СА1 = с, А1В = d, ВС1 = е, С1А = f. Надо доказать, что 
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 Проведем «суперпрямую» через вершину С и продолжим ВВ1 и АА1 до пересечения с ней в точках К и М соответственно. Обозначим СК = х, СМ = у. Рассмотрим «бантик» с «узлом» В1. Получаем 
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 Рассмотрим «бантик» с «узлом» А1. Получаем 
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 Перемножив эти равенства, получаем 
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 Дальше используем следующее свойство «бантиков» (докажите его самостоятельно): если у нескольких «бантиков» общий «узел», то коэффициент подобия треугольников, входящих в них, один и тот же. Из «бантиков» с общим «узлом» О получаем 
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 Следовательно, 
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Отсюда 
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      Попробуем применить это дополнительное построение при решении задач.

      Задача 1. В трапеции АВСD большее основание АD = 20, АВ = 15, биссектриса угла А делит сторону СD в отношении 1:4. Найти ВС.

      Продолжаем биссектрису до пересечения с прямой ВС в точке F. Рассмотрим бантик с узлом в точке О. Коэффициент подобия треугольников 1:4, поэтому СF = 5. Треугольник АВF – равнобедренный, поэтому ВF = 15, тогда ВС = 10.
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      Задача 2. Площадь трапеции АВСD с основаниями АD и ВС равна 10, М – середина стороны СD. Найти площадь треугольника АВМ.
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      Обозначим площадь треугольника АВМ через х, площадь ВСМ – у, площадь АМD – z. Продолжаем АМ до пересечения с прямой ВС в точке F. Рассмотрим бантик с узлом в точке М. Коэффициент подобия треугольников 1, поэтому АМ = МF, площадь СМF равна z. Тогда ВМ – медиана треугольника АВF, х = у + z, х + у + z. = 10. Тогда х = 5.
      Задача 3. В прямоугольном треугольнике катеты а и b. Найти биссектрису, проведенную к гипотенузе.
      Проведем «суперпрямую» через вершину А и продолжим биссектрису СМ до пересечения с «суперпрямой» в точке F. Треугольник АСF – равнобедренный, значит, АF = b, CF = 
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. Рассмотрим «бантик» с «узлом» М. 
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      Задача 4. (НГУ, 1976) В остроугольном треугольнике АВС через вершину В и середину высоты СD проведена прямая. В каком отношении эта прямая делит площадь треугольника АВС, если известно, что угол А равен α, а угол В равен β?
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      Пусть СМ = МD = х, тогда АD = 2хctgα, ВD = 2хctgβ. Проведем «суперпрямую» через вершину С и продолжим прямую ВМ до пересечения с «суперпрямой» в точке Т. Рассмотрим «бантик» с «узлом» М. СТ = ВD = 2хctgβ. Рассмотрим «бантик» с «узлом» К (пересечение ВМ и АС). 
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf])
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. Прямая ВМ делит площадь треугольника в отношении, равном отношению СК : АК, т. е. искомое отношение 
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      Задача 5. (НГУ, 1976) В треугольнике АВС проведены медиана ВD и биссектриса АЕ, которые пересекаются в точке К. Прямая, проходящая через вершину С и точку К, пересекает сторону АВ в точке F. Найти длину отрезков АF и FВ, если известно, что длина стороны АВ равна с, а длина стороны АС равна b.
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      Проведем «суперпрямую» через вершину С и продолжим ВD и АЕ до пересечения с «суперпрямой» в точках Т и М соответственно. Треугольник АСМ равнобедренный, значит СМ = АС = b. Рассмотрим «бантик» с «узлом» D. Коэффициент подобия 1, поэтому СТ = АВ = с. Рассмотрим «бантик с «узлом» К. Коэффициент подобия 
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      Вот еще несколько задач, которые можно решить этим методом. Часть из них использовалась на вступительных экзаменах.
      Задача 6. (НГУ, 1985) На сторонах ВС и АС треугольника АВС выбраны соответственно точки М и N. Прямые АМ и ВN пересекаются в точке К, причем ВК = 2КN, АК = 3КМ. Найти отношение ВМ : МС. Ответ: ВМ : МС = 5:4.

      Задача 7. (ГАУ) На сторонах АС и ВС треугольника АВС взяты точки К и N так, что СК : КА = 2:3, СN : NB = 4:3. В каком отношении точка пересечения отрезков АN и ВК делит отрезок ВК? Ответ: 4:5.

      Задача 8. (ГАУ) Точки F и N делят стороны треугольника АВС в отношении FА : FС = 3:1 и СN : NВ = 2:3. Прямые АN и ВF пересекаются в точке М. Найти отношение площадей треугольников АМВ и АNВ. Ответ: 5:6.

      Задача 9. Площадь треугольника АВС равна 12, АМ – медиана треугольника, К – середина АМ. Прямая ВК пересекает АС в точке D. Найти площадь четырехугольника СDКМ. Ответ: площадь равна 5.

      Задача 10. В треугольнике АВС ВС = 6, АС = 8, ВD – высота треугольника, АМ – медиана, СК – биссектриса, они все пересекаются в одной точке. Найти площадь треугольника. Ответ: площадь равна 
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      Рассмотрим применение метода для решения задач на сечения.

      Задача 11. В параллелепипеде АВСDА1В1С1D1, точка М – середина ребра А1D1, N – на ребре СС1, причем СN = 
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СС1. В каком отношении плоскость МNA делит ребро ВС?
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      Обозначим АС = а, АВ = b, АА1 = с. Проводим АМ до пересечения с DD1 в точке S. Проводим SN до пересечения с СD в точке F. SN пересекает С1D1 в точке Q. Соединяем А и F. Получаем в пересечении с ВС точку Р. Надо найти отношение ВР : РС. Рассмотрим «бантик» с «узлом» М. А1М = МD1 = 
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 по условию. Коэффициент подобия треугольников 1, поэтому SD1 = AA1 = c. Рассмотрим «бантик» с «узлом» Q. С1N = 
[image: image34.wmf]3

2

с

, поэтому коэффициент подобия треугольников 
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 D1Q = 
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, QC1 = 
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. Рассмотрим «бантик» с «узлом» N. Так как С1N = 
[image: image38.wmf]3

2

с

, NC = 
[image: image39.wmf]3

с

, то коэффициент подобия треугольников 2, СF = 
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. Рассмотрим «бантик» с «узлом» Р в нижней грани. Так как СF = 
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, а АВ = b, то коэффициент подобия треугольников 5, значит ВР : РС = 5.

      Для самостоятельного решения предлагается

      Задача 12. В основании четырехугольной пирамиды SАВСD лежит параллелограмм. Точка М лежит на ребре SB, ВМ = 
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ВS, точка N на ребре SC, СN = 
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CS. В каком отношении плоскость МNA делит ребро СD? Ответ: 3:1.

      Таким образом, описанное дополнительное построение имеет достаточно широкий спектр применения и не приводит к сложным преобразованиям. Мне кажется, что его стоит использовать при обучении школьников самых разных уровней.
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