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Нестандартные методы решения уравнений
     Нередко на вступительных экзаменах или на олимпиадах различного уровня встречаются уравнения, которые трудно или даже невозможно решить обычными, стандартными способами. Такие примеры приводятся в различных пособиях, но ни в одном из известных мне нет общих методов решения таких уравнений. Данная статья – попытка обобщить и классифицировать такие методы.

     При изучении уравнений любого типа прежде всего рас-сматриваются простейшие уравнения: sin x = ½; x8 = 2; 3x = 5; log2x = = 4; 
[image: image53.wmf] и т. д. Затем все остальные сводятся к простейшим применением двух основных методов: разложением на множители и заменой переменных. Уже на этом этапе возможны нестандартные задачи, требующие, например, «хитрой» замены.

1) (x+1)(x+2)(x+3)(x+4) = 120 ([7], стр. 26);

(x+1)(x+4)(x+2)(x+3) = 120;

(x2+5x+4)(x2+5x+6) = 120.

Замена у = х2+5х+4 приводит к квадратному уравнению:
          у2+2у-120 = 0; у1 = 10; у2 = -12.

Возвращаясь к замене, получаем:

          х2+5х+4 = 10, х1 = 1, х2 = -6.

          х2+5х+4 = -12, D < 0. Уравнение не имеет действительных корней.

Ответ: {-6; 1}.

2) 6х4-13х3+12х2-13х+6 = 0 ([2], стр. 224, уравнение использова-

лось на вступительных экзаменах в МФТИ, 1981 г.).

Это возвратное уравнение четвёртой степени, решаемое с помощью почленного деления на х2 и последующей заменой 
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;

          6(у2-2)-13у+12 = 0;

          6у2-13у = 0; у1 = 0, у2 =
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Отсюда 
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, действительных решений нет, или 
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;         х1 =
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, х2 = 1,5.
    Эту замену можно применять для сведения любого возвратного уравнения чётной степени к целому. 

3) 
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 ([6], стр. 101).

Уравнение однородное относительно 
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. х=5 не является корнем уравнения, поэтому можно разделить обе части на 
[image: image11.wmf]3

2

)

5

(

х

-

.

Получаем равносильное уравнение 
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. Дальней-шее решение несложно проделать самостоятельно, применив замену
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Ответ: {0; 
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4) 
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 (Вступительные экзамены в ИГУ, 

1994 г.). Аналогичные примеры встречаются во многих пособиях (см. [5], стр. 101, № 1413; [6], стр.138, № 7.217; [2], стр. 76, № 56; [1], стр. 92, задание3 № 1(8)). 

     Так как 
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, то исходное уравнение равносильно уравнению 
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, которое решается с помощью замены 
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Ответ: {-2; 2}.

5) 
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 (вступительные экзамены в ИГУ, 1996 г.).

Уравнение решается заменой 
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Ответ: {-1; 1}.

6) 
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 (встречалось на одной из олимпиад).

Уравнение, однородное относительно 
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Ответ: {-2; 3}.

     Помимо основных методов, как правило, применяются лишь три нестандартных метода: решение с помощью: а) области определе-ния; б) монотонности; в) области значений (оценка) соответствую-щих функций. Рассмотрим эти методы на примерах.

7) 
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 (выпускные экзамены, г. Иркутск, 1996 г.).

Конечно, здесь можно применить и стандартные методы, но с помощью области определения (ОДЗ) пример решается значительно проще.
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   ОДЗ: 
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Остаётся лишь убедиться, что х=5 является корнем.

8) 
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 ([4], стр. 49).

ОДЗ: 
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Это значение и является решением.

9) 3log4
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 (вступительные экза-

мены, ИГЭА, 1996 г.).

ОДЗ: 
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Непосредственная проверка показывает, что х = 3 является корнем уравнения.

     С помощью монотонности решаются уравнения вида f(x) = g(x), где одна функция возрастает, а другая убывает (или одна из них – постоянная). Такое уравнение имеет не более одного корня, который приходится находить подбором.

     10)  
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 ([4], стр. 50).

Левая часть – возрастающая на промежутке 
[image: image33.wmf][
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 функция, уравнение имеет не более одного корня. Очевидно, что х = 2 яв-ляется решением.

     11)  3х+4х=5х Очевидный корень х = 2 (Пифагорова тройка). До-кажем, что других корней нет. Разделим уравнение на 5х.
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. Слева – убывающая на всей числовой прямой функция, справа – постоянная. Следовательно, решение единствен-но. Аналогичные примеры есть в [5], стр. 101,№№ 1416, 1417, 1418;

[4], стр. 67, № 26; [1], стр. 88, пример 21, стр. 92, задание 4, № 1(8), стр. 94, упр. 1(53); [2], стр.75, № 32.
     12)  log3(х+5) = log½х+4.

Слева – возрастающая на 
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, а справа – убывающая на 
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 функции, а значит, уравнение может иметь не более одного корня на 
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. Подбором получаем х = 4. 

     Теперь рассмотрим решение примеров с помощью оценки (с по-мощью области значений). Чаще всего этот метод используется для тригонометрических уравнений.

     13)  sin5x+cos5x = 2-sin2x ([4], стр. 62);

sin5x
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cos5x
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поэтому левая часть sin5x+cos5x не превосходит 1.

          0
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          2-sin2x
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1, значит, решение возможно, если

          sin5x+cos5x = 2-sin2x = 1,

т.е. 
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 поэтому sinx = 1, 
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14) cos3xcos2x = -1 ([3], стр. 15).

Так как 
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 то уравнение равносильно системе
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или совокупности систем 
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Первая система не имеет решений, вторая имеет решение 
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, оно и будет решением первоначального уравне-ния.

15) 
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Левая часть не меньше 20 = 1. Рассмотрим подкоренное выражение в правой части.

        
[image: image50.wmf]1

)

1

3

(

1

1

)

1

3

2

3

(

3

3

2

2

2

2

£

-

-

=

+

+

×

-

-

=

-

×

х

х

х

х

х

, поэтому правая часть не превосходит 1. Отсюда, 
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, что возможно лишь при х = 0.

16) log2(3x+4) = 2-5x.

Так как 3х>0, то левая часть больше 2.Так как 5х>0, то правая часть меньше 2. Уравнение решений не имеет.

     Таким образом, для решения уравнений используются два основных метода: разложение на множители и замена переменных, и три нестандартных, использующих свойства функций.

     Этот материал отработан автором в течение 4 лет на факуль-тативе «Решение олимпиадных задач» и частично предлагался на уроках в 11-х классах для одарённых детей и для детей, собирающихся поступать в ВУЗы на математические специальности.
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