А.Г. Зенцов

Решение геометрических задач

алгебраическими методами
В некоторых случаях при решении геометрических задач удается обойтись без дополнительных построений и почти не использовать свойства фигур. Для этого всего лишь необходимо знание нескольких достаточно распространенных формул и теорем, например, теоремы синусов: 
[image: image148.png]


, теоремы косинусов в виде: 
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, следствия из теоремы косинусов для диагоналей параллелограмма и вытекающую отсюда формулу длины медианы 
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, а также формулы радиусов вписанной и описанной окружностей для треугольника 
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. Такие задачи встречаются на экзаменах и олимпиадах различного уровня.
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Рассмотрим некоторые задачи, связанные

с вычислением площадей 
1. Доказать, что диагонали выпуклого четырехугольника разбивают его на треугольники, площади которых, связаны формулой: 
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Решение.     B                   Пусть угол между диагоналями 
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                                         Очевидно, что 
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2. Найти площадь выпуклого четырехугольника, если его диагонали разбивают его на треугольники, площади трех из которых 10,20 и 30 см2.

Ответ: 120, 75 или 
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3. Трапеция разбивается диагоналями на треугольники. Площади треугольников, прилежащих к основаниям, равны 
[image: image14.wmf]1
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Ответ: 
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Рассмотрим задачи, связанные с

тригонометрическими преобразованиями
4. Для углов треугольника выполняется условие 
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. Доказать, что треугольник прямоугольный.

Решение. 
[image: image18.wmf]0

2

cos

2

cos

2

2

cos

2

sin

2

=

-

+

-

-

+

b

a

b

a

b

a

b

a

,


[image: image19.wmf]0

2

cos

2

sin

2

cos

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

b

a

b

a

b

a

, 
[image: image20.wmf]0

2

2

sin

2

sin

2

cos

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

+

-

b

a

p

b

a

b

a

,


[image: image21.wmf]0
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5. Для углов треугольника выполняется условие 
[image: image24.wmf]2
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. Доказать, что треугольник равносторонний.

Решение. 
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Рассмотрим задачи, связывающие стороны и
углы треугольника
6. Доказать формулы Мольвейде: 
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Решение: по теореме синусов 
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 Получаем: 
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]a
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf].
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 Вторая формула доказывается аналогично.

7. Для треугольника выполняется условие 
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. Доказать, что треугольник прямоугольный.

Решение. 
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8. В треугольнике 
[image: image45.wmf]c

b

a

3

=

+

. Доказать, что
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Решение. 
[image: image47.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]=
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9. Доказать, что в любом треугольнике 
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10. Доказать, что если в треугольнике ABC a2 = b(b + c), то 
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11. Доказать, что биссектриса в треугольнике, проведенная к стороне c, вычисляется по формуле: 
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Решение. 
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12. Доказать, что в треугольнике 
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Решение. 
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]2
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13. Если в разностороннем треугольнике (a > b > c) медианы пропорциональны сторонам, то 
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Решение. Так как 
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, то большей стороне соответствует меньшая медиана. 
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. Возведем каждое равенство в квадрат и сложим их 
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. Подставим это значение в любое из выражений для медиан. 
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Теперь рассмотрим доказательство геометрических неравенств. Для этого будем использовать неравенство треугольника (каждая сторона меньше суммы двух других) и неравенство Коши (среднее арифметическое неотрицательных чисел не меньше среднего геометрического этих чисел).

14. Доказать, что 
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Решение. 
[image: image69.wmf]4

2

sin

2

1

2

2

b

a

ab

ab

S

+

£

£

=

D

g

, так как 
[image: image70.wmf]ab

b

a

2

2

2

³

+

.

Аналогично решаются следующие две задачи.

15. Доказать, что 
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16. Доказать, что 
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17. Доказать, что в треугольнике 
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Решение. 
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. Так как по неравенству треугольника a + b > c, получаем нужное неравенство.

18. Доказать, что в треугольнике 
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Решение. По неравенству треугольника 
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19. Доказать, что в треугольнике 
[image: image79.wmf]abc

a

c

b

b

c

a

c

b

a

£

-

+

-

+

-

+

)

)(

)(

(

.

Решение. Обозначим каждый из множителей в правой части через x, y, z соответственно. Тогда 
[image: image80.wmf]2

y

x

a

+

=

, 
[image: image81.wmf]2

z

x

b

+

=

, 
[image: image82.wmf]2

z

y

c

+

=

. Нам нужно доказать неравенство 
[image: image83.wmf]2

2

2

z

y

z

x

y

x

xyz

+

×

+

×

+

£

, что является следствием неравенства Коши для положительных чисел x и y, x и z, y и z (их положительность следует из неравенства треугольника).

20. Доказать, что для медиан треугольника выполняется неравенство: 
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Решение. Так как 
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. С помощью результата задачи 17 получаем 
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21. Доказать, что 
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Решение. Очевидно, что p < a + b < 2p (так как c < a + b). Разделим обе части на 2S. Получим 
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22. Доказать, что 
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Решение. Перейдем к равносильному неравенству 
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, что выполняется для всех положительных чисел (неравенство для среднего арифметического и среднего геометрического).

23. Доказать, что 
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Решение. 
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. Возведем обе части первоначального неравенства в квадрат: 
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. Последнее неравенство – неравенство Коши.

24. Доказать, что из всех треугольников с данным периметром наибольшую площадь имеет равносторонний треугольник.

Решение. По формуле Герона 
[image: image105.wmf])
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, где p – полупериметр треугольника. 
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. Используем свойство среднего арифметического и среднего геометрического трех чисел: 
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, причем равенство возможно лишь при условии a = b = c, т. е. для равностороннего треугольника. 
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, что как раз и дает площадь равностороннего треугольника с полупериметром p.

Теперь рассмотрим несколько олимпиадных задач.

25. Доказать, что 
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Решение. Докажем более сильное неравенство 
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. Делим обе части на xyz и возводим их в квадрат. 
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Отсюда 
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. Умножив обе части на 2 и перенеся в одну сторону, получим очевидное неравенство 
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26. Доказать, что если 
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Решение. 
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27. Доказать, что если 
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Решение. 
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Отсюда 
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28. Доказать, что если 
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 – углы треугольника, то 
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