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Методы решения геометрических задач
Метод площадей
При решении задач этим методом пытаются выразить площадь разными способами и из полученного уравнения вычислить какую-либо величину. Метод используется при выведении некоторых формул, например, радиуса вписанной в треугольник окружности, высоты прямоугольного треугольника, опущенной на гипотенузу и т.д. Рассмотрим применение метода площадей при решении некоторых задач.

1. Основание равнобедренного треугольника – 30 см, высота, проведенная к боковой стороне, равна 24 см. Найти длину боковой стороны.

Решение. Обозначим боковую сторону треугольника через х, а высоту, опущенную на основание, через h. Тогда 
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. По теореме Пифагора для треугольника, образованного боковой стороной и высотой, опущенной на основание, получаем второе уравнение: 
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. Таким образом, получаем систему уравнений: 
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Решая систему, получаем х = 25.

2. Доказать, что в правильном пятиугольнике сумма расстояний от любой внутренней точки до всех сторон или их продолжений постоянна. Найти эту сумму, если радиус вписанной в пятиугольник окружности равен r.

Решение. Соединим данную точку с вершинами пятиугольника и опустим перпендикуляры на его стороны (или их продолжения). Обозначим длины этих перпендикуляров х1, х2, х3, х4, х5.

     Тогда, так как площадь пятиугольника равна сумме площадей треугольников, основания которых – стороны пятиугольника, а вершины – данная точка, получаем 
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Отсюда 
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3. [image: image74.png]


Определить площадь треугольника, если две его стороны 35 и 14 см, а биссектриса угла между ними – 12 см.

Решение. Рассмотрим треугольники 
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                         14         12          35                                 Отсюда, используя формулу 

                                                                                               двойного угла, получаем
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4. Доказать, что диагонали выпуклого четырехугольника разбивают его на треугольники, площади которых связаны формулой: 
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Решение.     B                                             Пусть угол между диагоналями 
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                                                               Очевидно, что 
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5. Найти площадь выпуклого четырехугольника, если его диагонали разбивают его на треугольники, площади трех из которых 10,20 и 30 см2.

Ответ: 120, 75 или 
[image: image25.wmf]3

2

66

 см2.

6. Трапеция разбивается диагоналями на 4 треугольника. Площади треугольников, прилежащих к основаниям, равны 
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Ответ: 
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Метод дополнительных построений
При применении метода дополнительных построений используется проведение прямой, параллельной данной, продолжение отрезка на определенное расстояние или до пересечения с прямой и т.д. Рассмотрим применение метода при решении задач.

1. Определить площадь треугольника, если две стороны соответственно равны 27 см и 29 см, а медиана третьей стороны 26 см.

Решение. Продолжим медиану АА1 на такое же расстояние за точку А1 и полученную точку D соединим с вершиной треугольника С. Получим треугольник АСD, равновеликий данному. Площадь треугольника находим по формуле Герона 
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2. В трапеции основания 20 см и 60 см, боковые стороны 13 см и 37 см. Найти площадь трапеции.

Решение. Проведем через вершину трапеции прямую, параллельную боковой стороне. Полученный треугольник имеет стороны 13 см, 37 см и 40 см и высоту, равную высоте трапеции. Найдем эту высоту, используя метод площадей. 
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3. В трапеции основания 5 см и 15 см, диагонали 12 см и 16 см. Найти площадь трапеции.

Решение. Проведем через вершину С трапеции прямую, параллельную диагонали. Полученный треугольник АСМ равновелик первоначальной трапеции и имеет стороны 12 см, 16 см и 20 см. Найдем его площадь, используя формулу Герона. 
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4. Определить площадь трапеции, если ее основания 6 см и 11 см, одна из боковых сторон 4 см, а сумма углов при нижнем основании 900.

Решение. Проведем через вершину трапеции прямую, параллельную боковой стороне. Получаем прямоугольный треугольник с катетом 4 см и гипотенузой 5 см. Тогда второй катет равен 3 см, а высота, опущенная на гипотенузу (совпадающая с высотой трапеции) равна 
[image: image35.wmf]4

,

2

5

3

4

=

×

. Поэтому 
[image: image36.wmf]=

×

+

=

4

,

2

2

11

6

S

20,4.

5. В трапеции боковые стороны 13 см и 15 см, разность оснований 14 см. Определить площадь трапеции, если в нее можно вписать окружность.

Ответ: 168 см2.

6. Основания трапеции 4 и 14 см, боковые стороны 5 и 
[image: image37.wmf]65

 см. найти площадь трапеции.

Ответ: 36 см2.

7. Основания трапеции АВСD – AD и BC, диагонали взаимноперпендикулярны, длина средней линии m. на большем основании АD взята точка М так, что АМ = m. Найти длину МС.

Решение. Проводим через вершину С прямую, параллельную диагонали ВD, а точку пересечения ее с продолжением основания АD обозначим Р. Треугольник

                   В                               С                                            АСР – прямоугольный

                                                                                                         АР = 2m, MС – его 

                                                                                                          медиана, а, значит,

                                                                                                                           МС = m.
               А                                   М       D                           P   

Аналитический метод
В некоторых случаях при решении геометрических задач удается обойтись без дополнительных построений и почти не использовать свойства фигур. Для этого всего лишь необходимо знание нескольких достаточно распространенных формул и теорем, например, теоремы синусов: 
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, теоремы косинусов в виде: 
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, следствия из теоремы косинусов для диагоналей параллелограмма и вытекающую отсюда формулу длины медианы 
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, а также формулы радиусов вписанной и описанной окружностей для треугольника 
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. Такие задачи встречаются на экзаменах и олимпиадах различного уровня.

Рассмотрим задачи, связывающие стороны и углы треугольника.

1. Доказать формулы Мольвейде: 
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Решение: по теореме синусов 
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 Получаем: 
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf].
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 Вторая формула доказывается аналогично.

2. Для треугольника выполняется условие 
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Решение. 
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3. Доказать, что в любом треугольнике 
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4. Доказать, что если в треугольнике ABC a2 = b(b + c), то 
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5. Доказать, что в треугольнике 
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Решение. 
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]2
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6. Если в разностороннем треугольнике (a > b > c) медианы пропорциональны сторонам, то 
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Решение. Так как 
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, то большей стороне соответствует меньшая медиана. 
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. Возведем каждое равенство в квадрат и сложим их 
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. Подставим это значение в любое из выражений для медиан. 
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