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А.Г. Зенцов
Применение метода координат в решении задач ЕГЭ
Задачи по геометрии всегда были важной составляющей в любой олимпиаде по математике, во всех вступительных экзаменах в ВУЗы страны. Тот, кто умел решать геометрические задачи, имел очевидное преимущество перед своими конкурентами. В последнее время роль геометрических задач в экзаменационных материалах вновь возрастает. Одним из самых распространённых методов решения геометрических задач является метод координат. Эта статья посвящена его применению при подготовке учащихся к экзаменам. Метод применим, если в задачах речь идёт о прямоугольном треугольнике, прямоугольнике или о прямоугольной трапеции. Начало координат, как правило, помещают в вершину прямого угла, а оси направляют по его сторонам. В учебниках, конечно, встречаются примеры применения метода, но, на мой взгляд, их совершенно недостаточно для формирования устойчивых навыков его использования. Попробуем восполнить этот пробел.
Рассмотрим несколько типичных задач из вступительных экзаменов в ВУЗы и из ЕГЭ разных лет.
Задача 1. Катеты прямоугольного треугольника 6 см и 8 см. Найдите квадрат расстояния от центра вписанной в треугольник окружности до центра описанной около него окружности.
[image: image33.emf]Вводим систему координат с началом в вершине прямого угла (точка С) и осями, содержащими катеты треугольника АС = 6 (ось Ох) и ВС = 8 (ось Оу). Радиус вписанной в треугольник окружности равен 2, значит, её центр имеет координаты (2; 2). Центр описанной окружности – середина гипотенузы с концами А (6; 0) и В (0; 8) и поэтому имеет координаты (3; 4). Квадрат расстояния между центрами равен 5.
Задача 2. В прямоугольном треугольнике АВС (
[image: image34.emf]С = 90°), с катетами, равными 12 и 5, из вершины прямого угла проведена высота СН. В каждый из треугольников АСН и ВСН вписана окружность. Найдите квадрат расстояния между центрами этих окружностей.
Введём систему координат с началом в точке Н и осями, содержащими гипотенузу АВ (ось Ох) и вершину С (ось Оу). Вычисляем координаты точек А (144/13; 0), В (– 25/13; 0), С (0; 60/13), используя формулы для проекций катетов на гипотенузу и высоты, опущенной на гипотенузу. Находим радиусы вписанных окружностей для прямоугольных треугольников и получаем координаты их центров: (– 10/13; 10/13) и (24/13; 24/13). Квадрат расстояния между центрами равен 8.
Задача 3. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника АВС построен квадрат ABDE так, что вершина С находится вне квадрата. Найдите площадь треугольника АВС, если АВ = 
[image: image2.wmf]13

, а расстояние от центра квадрата до вершины С равно 3.
Введём систему координат с началом в точке А так, чтобы ось Ох содержала точку В, квадрат был ниже оси Ох, а треугольник АВС – выше. Координаты центра квадрата (
[image: image3.wmf]13

/2; – 
[image: image4.wmf]13

/2). Пусть координаты точки С (х; у). Площадь треугольника АВС равна у
[image: image5.wmf]13

. Так как угол С – прямой, то векторы (– х; – у) и (
[image: image6.wmf]13

 – х; – у) перпендикулярны, а, значит, их скалярное произведение равно 0. Получаем: х2 – х
[image: image7.wmf]13

 + у2 = 0. Так как расстояние от С до центра квадрата равно 3, то
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Тогда х2 – х
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 + у2 + у
[image: image10.wmf]13

 = 2,5. Из этих двух уравнений получаем: у
[image: image11.wmf]13

 = 2,5 и площадь треугольника АВС равна 1,25.
Задача 4. В трапеции ABCD основания АВ и CD имеют соответственно длины 5 и 3. Боковая сторона АD перпендикулярна основанию. На основании CD, как на диаметре, построена окружность, которая пересекает диагонали AC и BD в точках F и E. Известно, что E – середина отрезка BD. Определите, в каком отношении точка F делит отрезок AC.
Введём систему координат с началом в точке А, осью Ох, содержащей АВ, и осью Оу, содержащей AD. У точки В координаты (5; 0), у точки D (0; h), у точки С (3; h). Центр данной окружности (3/2; h), радиус 3/2. Так как точка Е – середина BD, то координаты Е (5/2; h/2). Получаем уравнение:
(3/2 – 5/2)2 + (h – h/2)2 = (3/2)2.
Тогда h = 
[image: image12.wmf]5

. Точка F лежит на окружности (х – 3/2)2 + (y – 
[image: image13.wmf]5

)2 = (3/2)2 и на прямой у = x
[image: image14.wmf]5

/3. Решая систему, получаем х = 15/14. Тогда
CF : AF = (3 – 15/14)/(15/14) = 27/15 = 1,8.
Задача 5. Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
Введём систему координат с началом в вершине прямого угла, оси направим по сторонам угла (ось Ох – по катету длины 12). Уравнение данной прямой 5х + 12у = 60. Тогда расстояние от центра окружности с координатами (х; х) до этой прямой также равно х. Получаем уравнение:
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Отсюда либо 17х – 60 = 13х и тогда х = 15, либо 17х – 60 = – 13х и х = 2.
Задача 6. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого угла С проведена медиана CD. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в треугольники ACD и BCD, если ВС = 4, а радиус окружности, описанной около треугольника АВС, равен 
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.
Введём систему координат с началом в точке С и осями, содержащими катеты ВС (ось Ох) и АС (ось Оу). Гипотенуза равна 5 (центр описанной окружности – середина гипотенузы), значит, АС = 3. Находим радиусы вписанных окружностей и их центры. Для треугольника ACD радиус 3/4 и центр (3/4; 3/2), для треугольника BCD радиус 2/3 и центр (2; 2/3). Находим расстояние между центрами: 
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Задача 7. В прямоугольном треугольнике АВС катеты AC = 2, BC = 3. На прямую, проходящую через точку С, опущены перпендикуляры AH и BK. Известно, что точка H лежит между точками C и K, причём CK = 3CH. Найдите площадь трапеции АHBK.
Введём систему координат с началом в точке С, оси направим по катетам (ось Ох содержит катет ВС). Уравнение прямой, проходящей через С: у = kx. При этом k > 0, так как точка H лежит между точками C и K. Находим расстояние от точек А и В до прямой: АН = 
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. Так как по условию СК = 3СН, то
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Отсюда k = 0,5. Тогда АН = 
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, ВК = 
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, высота трапеции КН = 
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4

. Тогда площадь трапеции 2,8.
Метод координат может применяться не только в геометрических задачах. В следующих задачах его применение кажется неожиданным, но очень эффективно.
Задача 8. Решите систему уравнений
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Рассмотрим эту систему с точки зрения метода координат. Во втором уравнении в левой части записаны расстояния между точками А(х; у) и В(2; – 1) и между точками А(х; у) и С(10; 5). Найдем расстояние ВС. Оно оказывается равным 10 и таким образом второе уравнение превращается в равенство АВ + АС = ВС. Это означает, что точка А лежит на отрезке ВС. Следовательно, координаты х и у удовлетворяют уравнению прямой, проходящей через точки В и С. Находим это уравнение, решая систему линейных уравнений 
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 Теперь решаем систему из этого уравнения и первого уравнения исходной системы. Получаем точку (6; 2).
Задача 9. Найдите наименьшее значение выражения
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, если х + у + z = 8.
Отложим от начала координат вектор с координатами (х; 1). От конца этого вектора отложим второй вектор с координатами (у; 2), а от его конца, в свою очередь, отложим вектор с координатами (z; 3). Конец третьего вектора будет иметь координаты (x + y + z; 1 + 2 + 3) или (8; 6). Таким образом, наименьшее значение суммы этих отрезков (искомое значение) достигается, если все они лежат на одной прямой и образуют отрезок, соединяющий начало координат и точку (8; 6), т.е. равно 10.
Задача 10. Найдите наибольшее значение параметра k, при котором система 
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 имеет хотя бы одно решение.
Исключим параметр из неравенства.
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После преобразования получаем
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Неравенство задаёт шар с центром (1; 2; 1) и радиусом 2. Уравнение задаёт плоскость. Если система имеет решение, то шар и плоскость пересекаются, т.е. расстояние от центра шара до плоскости не превосходит 2 или
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Тогда 
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. Наибольшее значение k = 
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Как видим, метод координат действительно весьма эффективен и применяется в задачах достаточно широкого спектра, как геометрических, так и алгебраических.
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